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>>>>> 문제

아래의절대부등식(네스빗부등식(Nesbitt s Inequality))을증명하여라.

양의실수a,b,c에대하여

이다.단,등호는a=b=c일때성립한다.

>>>>> 임쌤의강의

대수분야의문제이다.지난호에이어서산술-기하-조화평균부등식과코시-슈바르츠

부등식을소개한다. 자유자재로응용할수있도록연습해두어야한다. 여타의다른절대

부등식도논리적인전개를위해서는필수적이다.물론소개하는모든절대부등식을완벽

하게숙지하고활용하기를바란다.

①제곱근멱-산술-기하-조하평균부등식의확장

양의실수χ ,χ,…,χn에대하여

max(χ ,χ,…,χn)

즉,SQM AM GM HM이성립한다.등호는χ =χ =…=χn일때성립한다.

②욕심쟁이알고리즘

합 은두수열인 과

정렬될경우최대이고, 반대방법으로정렬될경우즉하나는증가하고하나는감소할경

우최소가된다.

[증명] 이라고가정하자.두합

에서

이고,따라서, 이면 이고,

이면 이다.

③재배열부등식

이고, 인 임의의 개의실수에대하여

은 을적당히재배열하여얻은실수들이라하면,

단, i=1,2…,n이다.

이부등식이의미하는것은큰수끼리곱하는경우가항상더크다는것이다.

④쳬비셰프부등식(Chebyshev s Inequality)

a a … an이고,

가성립한다.등호는 가모두같거나 가모두같은경우에성립한다.

단, i=1,2…,n이다.

⑤코시-슈바르츠부등식(Cauchy-Schwartz Inequality)

실수a,b,χ, 에대하여(a +b )(χ + ) (aχ+b ) 이성립한다.

등호는

[증명]

(a +b )(χ + )-(aχ+b ) =b χ -2abχ +a =(bχ-a ) 0이다.

등호는

>>>>> 문제풀이

+ + (a(b+c)+b(c+a)+c(a+b)) (a+b+c)

이다.그런데

(a+b+c) - (a(b+c)+b(c+a)+c(a+b))=a +b +c -ab-bc-ca 0

이다.따라서,

+ +

이다.등호는a=b=c일때성립한다. 정답: 증명(난이도중)

>>>>> 유사문제1

양의실수a,b,c에대하여 + + + + 가성립함을증명하여라.

>>>>> 문제풀이

위부등식은 + + + + 이므로성립한다.

정답: 증명(난이도하)

OA,OB,OC OB,OC 원OC와OA

원OA와OB

>>>>> 문제

원위의한점P에서세현PA,PB ,PC를긋고이세현PA,PB ,PC를각각지름

으로 하는 원 를그리자. 원 의교점중P가아닌점을X,

의교점중P가아닌점을Y, 의교점중P가아닌점을Z라하면, 세점X,

Y,Z가한직선위에있음을보여라.

>>>>> 임쌤의강의

기하분야의문제다. 심슨의정리를알고있으면쉽게해결된다. 원에외접하는사각형

이되기위한필요충분조건과심슨의정리와그역에대해서설명한다.

①브라마굽타의공식(Brahmagupta s Formula)

원에내접하는사각형ABCD의대각선이서로직교할때,그

교점O에서한변BC에그은수선OE의연장선을BC의대변

AD를이등분한다.

[증명]

∠DBC=∠DAC=θ라고하자.그러면∠BOE=∠ADO

=90°-θ이다. 또, ∠FOD=∠BOE=90°-θ이다. 그러므로 ∠FDO=∠FOD이고,

따라서,DF=OF이다.즉, F는직각삼각형ADO의외심이므로AF=DF이다.

②원에외접하는사각형

사각형ABCD가한원에외접하기위한필요충분조건은다음과같다.

(1)AB+CD=BC+DA이다.(듀란드의문제)

(2)네변에이르는거리가같은점이존재한다.

(3)네각의이등분선이한점에서만난다.

[듀란드의문제의증명]

사각형ABCD의두꼭지점A와D의내각의이등분선을그어그교점을O라하고,O에

서변AB,BC ,CD ,DA에내린수선의발을각각E,F,G,H라하자.그러면,△AOE

≡△AOH(RHA합동)이므로OE=OH,AE=AH이다.△DOG≡△DOH이므로OG=O

H이다.만약OF>OE라면BF<BE,CF<CG이다.이때,AD+BC-(AB+CD)=(BE+C

G)-(BF+CF)>0이므로문제의조건에모순이다.만약OF<OE라면BF>BE,CF>CG이

다.이때,AD+BC-(AB+CD)=(BE+CG)-(BF+CF)<0이므로문제의조건에모순이다.

따라서,OE=OF=OG=OH이다 .따라서,한점O에서사각형의네변AB,BC,CD,DA

에이르는거리가모두같으므로,사각형ABCD는점O를중심으로하는한원에외접한다.

③심슨의정리(Simson s Theorem)

삼각형ABC의외접원위에있는임의의한점P에서삼각형

의세변BC,CA,AB또는그연장선에내린수선의발을각각

D,E,F 라하자. 그러면F,D,E는한직선위에있다. 여기서,

직선FDE를점P에대한심슨선이라고한다.

[증명] PDB=∠PEC=∠PFA=90°이므로P,D,B,F와

P,D,E,C는 각각 한 원 위에 있다. 그러므로 ∠PDF=∠PB

F,∠PDE+∠PCE=180°이다. 또A,B,P,C가 한원위에있으므로,∠PBF=∠P

CE이다. 따라서, ∠PDE+∠PDF=180°이다. 그러므로세점F,D,E는한직선위

에있다.

④심슨의정리의역

한점을지나삼각형의세변에그은수선의발이한작선위에있으면그점은삼각형의

외접원위에있다.

[증명]위의그림에서세점F,D,E는한직선위에있고P,D,B,F와P,C,E,D가

각각한원위에있으므로∠BPC=∠BPD+∠DPC=∠BFD+∠AED=180°-∠A이

다. 즉, ∠A+∠BPC=180°이다. 그러므로네점A,B,P,C는한원위에있다. 따라

서,P는삼각형ABC의외접원위에있다.

>>>>> 문제풀이

∠PXC+∠PXB=180°이므로B,X,C는한직선위에있다.마찬가지로,

∠PYC+∠PYA=180°이므로A,Y,C도한직선위에있다.또,∠PZA=∠PZB

=90°이다.그러므로Z,A,B도한직선위에있다.즉X,Y,Z는각각점P에대한삼각

형ABC의세변BC,CA,AB의수선의발이다.따라서심슨의정리에의하여X,Y,

Z는한직선위에있다. 정답: 증명(난이도중)

영재고도전하기 중등수학경시도전하기

일상속과학이야기

태양계의여행자,보이저1호

1977년9월5일.인류는목성과토성,천왕성,해왕성의탐사를위해

작은위성을쏘아올렸다. 바로보이저(Voyager) 1호(사진)다. 이

름그대로여행자란뜻을지니고있는위성은아마도 골드레코드로더

많이기억되고있을것이다. 골드레코드란지구의각종정보를담고있

는레코드판으로사진과각국의언어로녹음한인사말,수학공식,지구

의위치,인간에대한정보,클래식음악등이담겨있다.만약보이저1

호가외계생명체와조우할경우,지구를소개하기위해제작한레코드

판인셈이다.이위성이우주를여행한지40년이되었다.오늘은보이저

1호에대한이야기를해볼까한다.

보이저 1호는 1979년 3월 5일목성에가장가깝게접근했으며좋은

해상도를갖춘관측데이터를얻었다.이시기에목성의위성과고리,목

성계의자장과방사선환경에대해정보를얻었고, 약 4월에촬영을종

료한뒤토성을향해비행을시도했다. 1980년 11월 12일에는토성에

가장근접했다.토성의고리가1겹이아닌복잡한구조를가진다는것을

알아냈고,토성과타이탄의대기성분을조사했다. 1986년에는천왕성

에도착했고, 1989년에는해왕성을통과하면서외행성조사라는임무

를다했다.

보이저1호는1990년 2월태양계를벗어나기전지구를찍은사진을

전송했다. 약 60억km 떨어진우주에서촬영된지구는작은점으로보

였다. 이사진은아마천문학사진중에가장유명한사진이아닐까싶

다.칼세이건의저서 창백한푸른점이바로그이름이다.사실이사진

은 가족사진이란프로젝트로태양계의행성사진을찍는작업이었다.

지구사진역시그때찍힌한장의사진이었다. 칼세이건은책에 지구

가광활한우주에떠있는보잘것없는존재에불과함을사람들에게가르

쳐주고싶었다 고썼다.

보이저 1호는끝없이넓은우주를향해지금도계속나아가고있다.

발사된지벌써40년이되었고,초속17km라는어마어마한속도로날

아가고있다. 즉지금도지구에서가장멀리보낸물건이라는기록을갱

신하고있다. 2016년 5월을기준으로보이저1호는지구로부터약201

억km떨어진지점을지나고있다.태양과지구의간격을1AU라는단

위로지정했는데약134AU에해당하는거리다.우리가알고있는가장

빠른빛의속력으로도19시간을이동해야도달할수있는거리다. 그리

고이거리는태양계의경계면을통과해미지의우주로가고있음을의

미하기도한다.

태양계의경계를넘어매일매일우리가본적없는미지의세계로날

아가고있는보이저 1호는이미예상수명을넘어우주를비행하고있

다. 많은학자들은2030년까지는지구와통신할수있을것이라생각하

고있다.누군가에겐우주에관심을쏟고,우주에값비싼발사체를쏘아

대는것이멍청해보일수도있다.하지만단순히밤하늘

의별자리신화로치부하기에는우주는너무나넓고신

비하다.아마보이저1호는통신이두절되는그날까지인

류가우주와가까워진하나의기적으로남겨질것이다.

- 전우람명진교육쌤학원과학팀장
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